
Ïðåäåë è íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ
Ìàòåì. àíàëèç

ëèñòîê 39

Îïðåäåëåíèå: Ïóñòü n ∈ N, n-ìåðíûì äåéñòâèòåëüíûì ÷èñëîâûì ïðîñòðàíñòâîì íàçû-

âàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ óïîðÿäî÷åííûõ íàáîðîâ (x1; x2; . . . ;xn) èç n äåéñòâèòåëü-

íûõ ÷èñåë. Îáîçíà÷åíèå: Rn.

Â Rn ìîæíî ââåñòè ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìèM1(x1;x2; . . . ;xn), M2(y1; y2; . . . ; yn)

ïî ñëåäóþùåé ôîðìóëå:

ρ(M1; M2) =
√

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 + . . .+ (xn − yn)2 (Åâêëèäîâà ìåòðèêà).

Îïðåäåëåíèå: Ïðè ε > 0 ε−îêðåñòíîñòüþ òî÷êè a ∈ Rn íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

Uε(a) :=
{
x ∈ Rn | ρ(x; a) < ε

}
Ìíîæåñòâî Uε(a) íàçûâàþò îòêðûòûì øàðîì â Rn.

Äðóãîé âàðèàíò îêðåñòíîñòè â Rn ïîëó÷èì, åñëè âîçüì¼ì n ïîëîæèòåëüíûõ äåéñòâèòåëü-

íûõ ÷èñåë d1, d2, . . . , dn. Òîãäà ìíîæåñòâî{
x ∈ Rn

∣∣ |x1 − a1| < d1; |x2 − a2| < d2; . . . ; |xn − an| < dn
}
.

íàçûâàåòñÿ n-ìåðíûì îòêðûòûì ïàðàëëåëåïèïåäîì.

Îïðåäåëåíèå (Êîøè):

A = lim
x→x0

f(x) ⇔ ∀ε > 0 ∃ δ(ε; x0) > 0 : ∀x 0 < ρ(x; x0) < δ ⇒ |f(x)− A| < ε.

Îïðåäåëåíèå (Ãåéíå):

A = lim
x→x0

f(x) ⇔ ∀{xn}, xn 6= x0, xn → x0 f(xn)→ A.

Îïðåäåëåíèå: Ïðè n = 2 íàìè ïîëó÷åíî îïðåäåëåíèå äâîéíîãî ïðåäåëà.

Îïðåäåëåíèå: Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé â òî÷êå x0, åñëè lim
x→x0

f(x) = f(x0).

Îïðåäåëåíèå (óñëîâèå Êîøè â òî÷êå x0):

∀ε > 0 ∃ δ(ε; x0) > 0, ∀x′, x′′ : 0 < ρ(x′; x0) < δ, 0 < ρ(x′′; x0) < δ ⇒ |f(x′)−f(x′′)| < ε.

Òåîðåìà (êðèòåðèé Êîøè): ∃ lim
x→x0

f(x) ⇔ f(x) óäîâëåòâîðÿåò â òî÷êå x0 óñëîâèþ Êîøè.

Îïðåäåëåíèå Ëèíèåé óðîâíÿ c (c ∈ R) ôóíêöèè f(x; y) íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî òî÷åê

(x; y) ∈ R2 òàêèõ, ÷òî f(x; y) = c.

Îïðåäåëåíèå Ïîâåðõíîñòüþ óðîâíÿ c (c ∈ R) ôóíêöèè f(x; y; z) íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

òî÷åê (x; y; z) ∈ R3 òàêèõ, ÷òî f(x; y; z) = c.
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39.1. (3166,3168)

Íàéäèòå c−óðîâíè ñëåäóþùèõ ôóíêöèé:

(à) u = x+ y + z;

(á) u = x2 + y2 − z2;

(â) • u =

√
2y

x2 + y2 − 1
.

39.2. (3179,3180)

(à) Ïóñòü z = x+ y + f(x− y). Íàéäèòå ôóíêöèè z(x; y) è f(x), åñëè z = x2 ïðè y = 0;

(á) Íàéäèòå ôóíêöèþ f(x; y), åñëè f
(
x+ y;

y

x

)
= x2 − y2.

39.3. Ïîñòðîéòå (åñëè ýòî âîçìîæíî) ïðèìåð ôóíêöèè f(x; y) c íåñóùåñòâóþùèì â òî÷êå

(0; 0) äâîéíûì ïðåäåëîì, äëÿ êîòîðîé â ýòîé òî÷êå:

(à) ñóùåñòâóþò îáà ïîâòîðíûõ ïðåäåëà, è îíè ðàâíû;

(á) ñóùåñòâóþò îáà ïîâòîðíûõ ïðåäåëà, è îíè íå ðàâíû;

(â) • ñóùåñòâóåò òîëüêî îäèí ïîâòîðíûé ïðåäåë;

(ã) íå ñóùåñòâóåò îáà ïîâòîðíûõ ïðåäåëà.

39.4. Ïîñòðîéòå (åñëè ýòî âîçìîæíî) ïðèìåð ôóíêöèè f(x; y) c ñóùåñòâóþùèì â òî÷êå

(0; 0) äâîéíûì ïðåäåëîì, äëÿ êîòîðîé â ýòîé òî÷êå âûïîëíåíû óñëîâèÿ èç ïðåäûäóùåãî

íîìåðà.

Çàìå÷àíèå: Äëÿ ïðèìåðîâ æåëàòåëüíî íå áðàòü ôóíêöèè èç ïîñëåäóþùèõ íîìåðîâ.

39.5. ? Ïîñòðîéòå ïðèìåð ôóíêöèè, ó êîòîðîé íèãäå íå ñóùåñòâóåò äâîéíîãî ïðåäåëà,

íî âñþäó ñóùåñòâóþò îáà ïîâòîðíûõ ðàâíûõ ïðåäåëà.

160



39.6. (3183)

(à) • Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ôóíêöèè f(x; y) =


x2y2

x2y2 + (x− y)2
, x2 + y2 6= 0;

0, x2 + y2 = 0

èìååì: lim
x→0

lim
y→0

f(x; y) = lim
y→0

lim
x→0

f(x; y) = 0, òåì íå ìåíåå, @ lim
x→0
y→0

f(x; y).

(á) Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ôóíêöèè f(x; y) = (x+ y) sin
1

x
· sin 1

y
îáà ïîâòîðíûõ ïðåäåëà íå

ñóùåñòâóþò, òåì íå ìåíåå, ñóùåñòâóåò äâîéíîé ïðåäåë lim
x→0
y→0

f(x; y) ðàâíûé 0.

(â) ×åìó ðàâåí ïðåäåë ôóíêöèè f(x; y) = x2 e−(x2−y) âäîëü ëþáîãî ëó÷à

x = t cosα, y = t sinα (0 6 t < +∞) ïðè t→ +∞?

Ìîæíî ëè ýòó ôóíêöèþ íàçâàòü áåñêîíå÷íî ìàëîé ïðè x→ +∞, y → +∞?

39.7. (3185,3187,3188,3189,3190)

Íàéäèòå ñëåäóþùèå ïðåäåëû:

(à) lim
x→+∞
y→+∞

x+ y

x2 − xy + y2
;

(á) lim
x→0
y→a

sinxy

x
;

(â) • lim
x→+∞
y→+∞

(x2 + y2) e−(x+y);

(ã) lim
x→+∞
y→+∞

(
xy

x2 + y2

)x2
;

(ä) lim
x→0
y→0

(x2 + y2)x
2y2 .

39.8. • Íàéäèòå ïðåäåë ôóíêöèè f(x; y) =
x2y

y2 + x4
â òî÷êå (0; 0) ïî ïðÿìîé

x = αt, y = βt, α2 + β2 6= 0.

Äîêàæèòå, ÷òî lim
x→0
y→0

f(x; y) íå ñóùåñòâóåò.

39.9. (äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ äâîéíîãî ïðåäåëà) •

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x; y) îïðåäåëåíà â ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè òî÷êè (x0; y0), è ∃ρ0 > 0,

÷òî ïðè âñåõ ϕ è ïðè âñåõ ρ ∈ (0; ρ0) âûïîëíåíî:∣∣f(x0 + ρ cosϕ, y0 + ρ sinϕ)− b
∣∣ 6 F (ρ),

ãäå lim
ρ→0+0

F (ρ) = 0. Äîêàæèòå, ÷òî lim
x→x0
y→y0

f(x; y) = b.
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Çàìå÷àíèå: Ãðóáî îøèáî÷íûì ÿâëÿåòñÿ ðàññóæäåíèå: lim
ρ→0+0

f(ρ cosϕ; ρ sinϕ) = b, ñëå-

äîâàòåëüíî è lim
x→0
y→0

f(x; y) = b ! Äåéñòâèòåëüíî, ïåðåéäÿ ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì â �39.8,

ïîëó÷àåì:

f(ρ cosϕ; ρ sinϕ) =
ρ cos2ϕ sinϕ

ρ2 cos4 ϕ+ sin2 ϕ
.

×òî òîæäåñòâåííî ðàâíî 0, åñëè sinϕ = 0, è ñòðåìèòñÿ ê 0 ïðè ρ→ 0 + 0, åñëè sinϕ 6= 0. Íî,

êàê ìîæåò áûòü ïîêàçàíî, äàííûé äâîéíîé ïðåäåë íå ñóùåñòâóåò!

39.10. Ïåðåéäÿ ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì, è äåëàÿ ñîîòâåòñòâóþùèå îöåíêè, íàéäèòå

ïðåäåëû:

(à) • lim
x→0
y→0

x5

x4 + y4
; (á) lim

x→0
y→0

ln
(

1 + 3
√
x2y2

)
√
x2 + y2

; (â) lim
x→0
y→0

3
√
x3 + y4 − x√
x2 + y2

;

39.11. (3196,3198)

Íàéäèòå òî÷êè ðàçðûâà ñëåäóþùèõ ôóíêöèé:

(à) u =
x+ y

x3 + y3
; (á) u =

1

sinx sin y
.

39.12. Èññëåäóéòå íà íåïðåðûâíîñòü ñëåäóþùèå ôóíêöèè:

(à) f(x; y) =


x · sin 1

y
, y 6= 0;

0, y = 0;
(á) • f(x; y) =

x
arctg x− arctg y

x− y
, x 6= y;

0, x = y;

(â) f(x; y) =


(x+ y)2

x2 + y2
, x2 + y2 6= 0;

1, x2 + y2 = 0;

(ã) f(x; y) =

x y, x ∈ Q, y ∈ Q;

0, x /∈ Q èëè y /∈ Q;

39.13. ? (à) Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f : Q2 7→ R íàéä¼òñÿ ôóíêöèÿ

g : Q 7→ R òàêàÿ, ÷òî f(x; y) 6 g(x) + g(y) äëÿ âñåõ x, y ∈ Q.
(á) Íàéäèòå ôóíêöèþ f : R2 7→ R, äëÿ êîòîðîé íå ñóùåñòâóåò òàêîé ôóíêöèè g : R 7→ R

39.14. ? Ïóñòü ôóíêöèÿ f : R2 7→ R óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ:

f(x; y) + f(y; z) + f(z;x) = 0 äëÿ ∀x, y, z ∈ R.

Äîêàæèòå, ÷òî íàéä¼òñÿ ôóíêöèÿ g : R 7→ R òàêàÿ, ÷òî f(x; y) = g(x)− g(y) äëÿ ∀x, y ∈ R.

39.15. ? Ïóñòü σ− ïðîáåãàåò ìíîæåñòâî ïåðåñòàíîâîê íàòóðàëüíûõ ÷èñåë {1; 2; . . . ;n}.
Íàéä¼òñÿ ëè ôóíêöèÿ f : Rn 7→ R òàêàÿ, ÷òî âñå n! ïðåäåëîâ

lim
xσ(1)→0

lim
xσ(2)→0

. . . lim
xσ(n)→0

f(x1;x2; . . . ;xn)

ñóùåñòâóþò è ïîïàðíî ðàçëè÷íû?
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×àñòíûå ïðîèçâîäíûå è äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ
Ìàòåì. àíàëèç

ëèñòîê 40

Îïðåäåëåíèå: ×àñòíîé ïðîèçâîäíîé ïî x ôóíêöèè f(x; y) â òî÷êå (x0; y0) íàçûâàåòñÿ

ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé f(x; y0) â òî÷êå x0. Àíàëîãè÷íî ââîäèòñÿ ïîíÿòèå

÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé ïî y ôóíêöèè f(x; y). Òî åñòü:

∂f

∂x
(x0; y0) =

d

dx
f(x; y0)

∣∣∣
x=x0

= lim
∆x→0

f(x0 + ∆x; y0)− f(x0; y0)

∆x
;

∂f

∂y
(x0; y0) =

d

dy
f(x0; y)

∣∣∣
y=y0

= lim
∆y→0

f(x0; y0 + ∆y)− f(x0; y0)

∆y
;

Â îáùåì ñëó÷àå ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ, ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè

f(x1; . . . ;xn) ïî ïåðåìåííîé xi â òî÷êå (x0
1; . . . ;x0

n) ìîæíî îïðåäåëèòü òàê:

∂f

∂xi
(x0

1; . . . ;x0
n) =

d

dxi
f(x0

1; . . . ;x0
i−1; xi; x

0
i+1; . . . ;x0

n)
∣∣∣
xi=x0i

.

Îïðåäåëåíèå: Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé â òî÷êå x0, åñëè

∆f(x0) = f(x0 + ∆x)− f(x0) = A1∆x1 + . . . An∆xn + o

(
ρ
)
,

ãäå ρ =
√

∆x2
1 + . . .+ ∆x2

n u α1|x1|+ . . .+ αn|xn|.

Òåîðåìà: Åñëè ôóíêöèÿ f(x) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x0, òî Ai =
∂f(x)

∂xi

∣∣∣
x=x0

, i = 1, n.

Åñëè ôóíêöèÿ f(x) èìååò ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå
∂f

∂xi
íåïðåðûâíûå â òî÷êå (x0), òî îíà

äèôôåðåíöèðóåìà â ýòîé òî÷êå.

Îïðåäåëåíèå:
∂kf(x)

∂xi1 . . . xik
=

∂

∂xi1

(
∂k−1f(x)

∂xi2 . . . xik

)
.

Îïðåäåëåíèå: df(x) =
∂f

∂x1

dx1 + . . . +
∂f

∂xn
dxn−ïåðâûé äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè ìíîãèõ

ïåðåìåííûõ ;

dnf(x) = d
(
dn−1f(x)

)
;

dnf(x)=

(
dx1

∂

∂x1

+ . . .+ dxn
∂

∂xn

)n
f(x) (ñëó÷àé íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé x);

d2f(x; y)=

[
dx2 ∂

2

∂x2
+ 2dxdy

∂2

∂x∂y
+ dy2 ∂

2

∂y2

]
f(x; y) =

∂2f

∂x2
dx2+2

∂2f

∂x∂y
dxdy+

∂2f

∂y2
dy2.

Òåîðåìà: Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x; y) äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå (x0; y0). Òîãäà â ýòîé

òî÷êå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå
∂2f

∂x∂y
è

∂2f

∂y∂x
ðàâíû.
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Çàìå÷àíèå: Äàííàÿ òåîðåìà óòâåðæäàåò, ÷òî â äàííîé òî÷êå (x0; y0) èìååò ìåñòî ðàâåí-

ñòâî
∂2f

∂x∂y
=

∂2f

∂y∂x
, åñëè â ýòîé òî÷êå äèôôåðåíöèðóåìû

∂f

∂x
è
∂f

∂y
. Èç äèôôåðåíöèðóåìî-

ñòè
∂f

∂x
è
∂f

∂y
â òî÷êå (x0; y0) âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå â ýòîé òî÷êå âñåõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

âòîðîãî ïîðÿäêà. Îäíàêî ðàâåíñòâî
∂2f

∂x∂y
=

∂2f

∂y∂x
èìååò ìåñòî è ïðè óñëîâèè ñóùåñòâîâàíèÿ

ëèøü ïðîèçâîäíûõ
∂2f

∂x∂y
è

∂2f

∂y∂x
, íî ïðè äîïîëíèòåëüíîì òðåáîâàíèè íåïðåðûâíîñòè ýòèõ

ïðîèçâîäíûõ â ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êå.

Òåîðåìà (ôîðìóëà êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèé Ëàãðàíæà):

Åñëè ôóíêöèÿ f(x) äèôôåðåíöèðóåìà íà ìíîæåñòâå G ⊂ Rn, òî äëÿ

∀x, x+ ∆x ∈ G ∃θ ∈ (0; 1), òàêîå ÷òî âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî

f
(
x+ ∆x

)
− f

(
x
)

=
n∑
i=1

∂f
(
x+ θ∆x

)
∂xi

∆xi.

40.1. Íàéäèòå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå óêàçàííîãî ïîðÿäêà îò ñëåäóþùèõ ôóíêöèé:

(à) u = sin

(
x

y

)
;
∂3u

∂x3
;

∂3u

∂x∂y2
;

(á) u = ln(1 + 2x+ 3y);
∂4u

∂x2∂y2
;

(â) u = ex
2+y2+z2 ;

∂3u

∂x2∂y
;

∂3u

∂x∂y∂z
;

(ã) u = xy + yx;
∂2u

∂x2
;

∂2u

∂x∂y
;
∂2u

∂y2
;

(ä) u =
1

ax+ by
;
∂2u

∂x2
;
∂2u

∂x∂y
;
∂2u

∂y2
.

40.2. (3237, 3241, 3239) Íàéäèòå äèôôåðåíöèàëû ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêîâ îò ñëåäóþ-

ùèõ ôóíêöèé (x, y, z - íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå):

(à) • u =
√
x2 + y2;

(á) u =
z

x2 + y2
;

(â) u = exy;

(ã) u = cos(ex · y).
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40.3. (3212)

(à) • Íàéäèòå f ′x(0; 0) è f ′y(0; 0), åñëè f(x; y) = 3
√
xy. ßâëÿåòñÿ ëè ýòà ôóíêöèÿ äèôôå-

ðåíöèðóåìîé â òî÷êå (0; 0)?

(á) Èññëåäóéòå íà äèôôåðåíöèðóåìîñòü â òî÷êå (0; 0) ôóíêöèþ

f(x; y) =

e
− 1
x2+y2 , ïðè x2 + y2 > 0

0, ïðè x2 + y2 = 0
,

40.4. Ïðèâåäèòå ïðèìåð

(à) âñþäó äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè, èìåþùåé ðàçðûâíûå (õîòÿ áû â 1-îé òî÷êå)

÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå.

(á) • ðàçðûâíîé â òî÷êå (0; 0) ôóíêöèè f(x; y), èìåþùåé â ýòîé òî÷êå îáå ÷àñòíûå

ïðîèçâîäíûå.

Çàìå÷àíèå: Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ, èìåþùàÿ îáå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå â òî÷êå, îáÿçàíà

áûòü íåïðåðûâíîé ïî êàæäîé èç ïåðåìåííûõ â ýòîé òî÷êå, íî íå îáÿçàíà áûòü íåïðåðûâíîé

êàê ôóíêöèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ.

(â)íåïðåðûâíîé â òî÷êå (0; 0) ôóíêöèè, íå èìåþùåé â äàííîé òî÷êå ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé.

(ã) íåïðåðûâíîé â òî÷êå (0; 0) ôóíêöèè f(x; y), èìåþùåé â ýòîé òî÷êå ÷àñòíûå ïðîèç-

âîäíûå ïî îáåèì ïåðåìåííûì, íî íå ÿâëÿþùåéñÿ â íåé äèôôåðåíöèðóåìîé.

(ä) ôóíêöèè f(x; y), äèôôåðåíöèðóåìîé â òî÷êå (0; 0), ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå êîòîðîé

∂f

∂x
è
∂f

∂y
òåðïÿò ðàçðûâ â òî÷êå (0; 0).

Ïî ðåçóëüòàòàì ïðîâåä¼ííûõ èññëåäîâàíèé, çàïîëíèòå ðèñóíîê:
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40.5. Èññëåäóéòå íà äèôôåðåíöèðóåìîñòü â òî÷êå (0; 0) ôóíêöèþ f(x; y), åñëè:

(à) f(x; y) = 3
√
x3 + y4; (á) • f(x; y) = sin

(
ex+y + 3

√
x3 + y3

)
;

(â) f(x; y) = cos 3
√
xy; (ã) f(x; y) = x

√
1 + y2/3;

(ä) f(x; y) = |x|α · |y|β, ãäå α > 0, β > 0.

40.6. • Íàéäèòå âñå òî÷êè äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèè f(x; y) = x|y|+ y|x|.

40.7. •(3255) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ f(x; y) íåïðåðûâíà ïî x ïðè êàæäîì ôèêñè-

ðîâàííîì çíà÷åíèè y è èìååò îãðàíè÷åííóþ ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ f ′y(x; y), òî ýòà ôóíêöèÿ

íåïðåðûâíà ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ x è y.

40.8. ? Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ α è A, ïðè êîòîðûõ ôóíêöèÿ

f(x; y) =

(x2 + 2y2)α sin
(
π
3
− x+ y

)
, ïðè x2 + y2 > 0

A, ïðè x2 + y2 = 0,
,

äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå (0; 0), è ïðè ýòèõ α è A íàéòè äèôôåðåíöèàë df(0; 0).

40.9. ? Ïðèâåäèòå ïðèìåð ôóíêöèè ïåðåìåííûõ x è y, äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôå-

ðåíöèðóåìîé ïî êàæäîé ïåðåìåííîé â îáëàñòè U =
{

(x; y) |x2 + y2 < 1
}
è íå èìåþùåé

ñìåøàííîé ïðîèçâîäíîé â òî÷êå (0; 0).

40.10. ? Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ h : R2 7→ R èìååò íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîä-

íûå ïî îáîèì ïåðåìåííûì è óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ:

h(x; y) = a
∂h(x; y)

∂x
+ b

∂h(x; y)

∂y

äëÿ íåêîòîðûõ êîíñòàíò a è b. È ïóñòü ∃M > 0 òàêàÿ, ÷òî |h(x; y)| 6 M äëÿ ∀(x; y) ∈ R2.

Äîêàæèòå, ÷òî h(x; y) ≡ 0.

40.11. ? Äîêàæèòå, ÷òî åñëè íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ íà âñåé ïëîñêîñòè Oxy

ôóíêöèÿ f(x; y) óäîâëåòâîðÿåò äèôôåðåíöèàëüíîìó òîæäåñòâó:

∂f(x; y)

∂x
+ f(x; y) · ∂f(x; y)

∂y
= 0,

òî ôóíêöèÿ f(x; y) åñòü êîíñòàíòà.
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Äèôôåðåíöèðóåìîñòü ñëîæíîé ôóíêöèè
Ìàòåì. àíàëèç

ëèñòîê 41

Ïóñòü ôóíêöèÿ F = F (ϕ; ψ) - äèôôåðåíöèðóåìà è ϕ = ϕ(x; y), ψ = ψ(x; y), ãäå ϕ, ψ

äèôôåðåíöèðóåìû. Òîãäà ïðîèçâîäíûå ñëîæíîé ôóíêöèè F
(
ϕ(x; y); ψ(x; y)

)
âû÷èñëÿþòñÿ

ïî ñëåäóþùèì ôîðìóëàì:
∂F

∂x
=
∂F

∂ϕ
· ∂ϕ
∂x

+
∂F

∂ψ
· ∂ψ
∂x

;

∂F

∂y
=
∂F

∂ϕ
· ∂ϕ
∂y

+
∂F

∂ψ
· ∂ψ
∂y
.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ âòîðîãî ïîðÿäêà ôóíêöèè F (x; y) ïîëåçíî ïîëüçîâàòüñÿ

ñèìâîëè÷åñêèìè ôîðìóëàìè:
∂2F

∂x2
=

(
∂ϕ

∂x

∂

∂ϕ
+
∂ψ

∂x

∂

∂ψ

)2

F +
∂2ϕ

∂x2

∂F

∂ϕ
+
∂2ψ

∂x2

∂F

∂ψ
;

∂2F

∂x∂y
=

(
∂ϕ

∂x

∂

∂ϕ
+
∂ψ

∂x

∂

∂ψ

)(
∂ϕ

∂y

∂

∂ϕ
+
∂ψ

∂y

∂

∂ψ

)
F +

∂2ϕ

∂x∂y

∂F

∂ϕ
+

∂2ψ

∂x∂y

∂F

∂ψ
;

Èíâàðèàíòíîñòü ôîðìû çàïèñè ïåðâîãî äèôôåðåíöèàëà:

dF =
∂F

∂ϕ
dϕ+

∂F

∂ψ
dψ =

∂F

∂ϕ

(
∂ϕ

∂x
dx+

∂ϕ

∂y
dy

)
+
∂F

∂ψ

(
∂ψ

∂x
dx+

∂ψ

∂y
dy

)
=

=

(
∂F

∂ϕ

∂ϕ

∂x
+
∂F

∂ψ

∂ψ

∂x

)
dx+

(
∂F

∂ϕ

∂ϕ

∂y
+
∂F

∂ψ

∂ψ

∂y

)
dy =

∂F

∂x
dx+

∂F

∂y
dy;

Åñëè x, y− íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå, è ôóíêöèÿ F (x; y) èìååò íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå

ïðîèçâîäíûå äî n-ãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî, òî äëÿ äèôôåðåíöèàëîâ âûñøèõ ïîðÿäêîâ èìååò

ìåñòî ñèìâîëè÷åñêàÿ ôîðìóëà:

dnF (x; y) =

(
∂

∂x
dx+

∂

∂y
dy

)n
F (x; y).

Çàìå÷àíèå: Â äàííîì ëèñòî÷êå âñå ïàðàìåòðû ñ÷èòàþòñÿ íàòóðàëüíûìè.

41.1. (3257, 3260, 3262, 3263)

Íàéäèòå óêàçàííûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå:

(à) u = xy
z
,
∂3u

∂x3
;

(á) • u = x ln(xy),
∂3u

∂x2∂y
;

(â) u = exyz,
∂3u

∂x∂y∂z
;

(ã) u = (x− x0)p(y − y0)q,
∂p+qu

∂xp∂yq
;

(ä) u =
x+ y

x− y
,

∂m+nu

∂xm∂yn
.
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41.2. (3269, 3270, 3273)

Íàéäèòå ïîëíûå äèôôåðåíöèàëû óêàçàííîãî ïîðÿäêà:

(à) d3u, åñëè u = x3 + y3 − 3xy(x− y);

(á) d3u, åñëè u = sin(x2 + y2);

(â) • d3u, åñëè u = xyz.

41.3. (3230)

(à) • Ïóñòü

f(x; y) =

xy
x2 − y2

x2 + y2
, ïðè x2 + y2 6= 0,

0, ïðè x2 + y2 = 0.

Ïîêàæèòå, ÷òî
∂2f

∂x∂y
(0; 0) 6= ∂2f

∂y∂x
(0; 0).

(á) Ïóñòü

f(x; y) =


2xy

x2 + y2
, ïðè x2 + y2 6= 0,

0, ïðè x2 + y2 = 0.

Ñóùåñòâóåò ëè
∂2f

∂x∂y
(0; 0) ?

41.4. (3283, 3284, 3285)

(à) Ïóñòü u = f(ϕ) - äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìàÿ â R3 ôóíêöèÿ, ϕ = x2 + y2 + z2.

Íàéäèòå å¼ ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêîâ, åñëè âñå ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî è âòîðîãî

ïîðÿäêîâ ôóíêöèè u ïî ïåðåìåííîé ϕ èçâåñòíû;

(á) • Ïóñòü u = f(ϕ; ψ) - äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìàÿ â R2 ôóíêöèÿ, ϕ = x, ψ =
x

y
.

Íàéäèòå åå ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêîâ, åñëè âñå ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî è âòîðîãî

ïîðÿäêîâ ôóíêöèè u ïî ïåðåìåííûì ϕ è ψ èçâåñòíû;

(â) Ïóñòü u = f(ϕ;ψ; θ) - äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìàÿ â R3 ôóíêöèÿ, ϕ = x, ψ = xy,

θ = xyz. Íàéäèòå åå ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêîâ, åñëè âñå ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî

è âòîðîãî ïîðÿäêîâ ôóíêöèè u ïî ïåðåìåííûì ϕ, ψ è θ èçâåñòíû;
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Â ñëó÷àå, êîãäà àðãóìåíòû x1, x2, . . . , xm ôóíêöèè u = u(x1; x2; . . . ;xm) ÿâëÿþòñÿ äâà

ðàçà äèôôåðåíöèðóåìûìè ôóíêöèÿìè íåêîòîðûõ íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ t1, t2, . . . , tk,

ïîëíûé äèôôåðåíöèàë âòîðîãî ïîðÿäêà èìååò âèä:

d2u =
m∑
k=1

m∑
i=1

∂2u

∂xi∂xk
dxidxk +

m∑
k=1

∂u

∂xk
d2xk.

Èëè (ñ èñïîëüçîâàíèåì ñèìâîëè÷åñêîé ôîðìóëû):

d2u =

(
∂

∂x1

dx1 + . . .+
∂

∂xm
dxm

)2

u+

(
∂u

∂x1

d2x1 + . . .+
∂u

∂xm
d2xm

)
.

41.5. (3297,3298,3301)

Íàéäèòå ïîëíûå äèôôåðåíöèàëû ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêîâ îò ñëåäóþùèõ ñëîæíûõ

ôóíêöèé (x, y è z - íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå):

(à) • u = f(ξ; η), ãäå ξ = x+ y + z, η = x2 + y2 + z2;

(á) u = f(ξ; η), ãäå ξ =
x

y
, η =

y

z
;

(â) u = f(ξ; η; θ), ãäå ξ = x2 + y2, η = x2 − y2, θ = 2xy.

41.6. (3277)

Íàéäèòå ïîëíûé äèôôåðåíöèàë ïîðÿäêà n ôóíêöèè u = f(ϕ), ãäå ϕ = x+ y + z.

41.7. (3305) Ïóñòü u = u(r), ãäå r =
√
x2 + y2 + z2 è u− äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìàÿ

ôóíêöèÿ. Ïîêàæèòå, ÷òî

∆u = F (r), ãäå ∆u =
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
+
∂2u

∂z2
− îïåðàòîð Ëàïëàñà,

è íàéäèòå ôóíêöèþ F (r).

41.8. ? Ïóñòü f : [0; 1]2 7→ R− íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, ó êîòîðîé ñóùåñòâóþò íåïðåðûâ-

íûå íà (0; 1)2 ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå
∂f

∂x
è
∂f

∂y
. Ïóñòü

a =

1∫
0

f(0; y)dy, b =

1∫
0

f(1; y)dy, c =

1∫
0

f(x; 0)dx, , d =

1∫
0

f(x; 1)dx,

Âåðíî ëè, ÷òî â êâàäðàòå (0; 1)2 íàéä¼òñÿ òî÷êà x0; y0 òàêàÿ, ÷òî

∂f

∂x
(x0; y0) = b− a è

∂f

∂y
(x0; y0) = d− c.
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Çàìåíà ïåðåìåííûõ â äèôôåðåíöèàëüíûõ âûðàæåíèÿõ.

41.9. Ïðåîáðàçóéòå ñëåäóþùèå äèôôåðåíöèàëüíûå òîæäåñòâà, ïðèíèìàÿ ξ è η çà íîâûå

íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå:

(à) •
∂z

∂x
=

∂z

∂y
, ξ = x+ y, η = x− y;

Çàìå÷àíèå: Â äàííîé çàäà÷å òðåáóåòñÿ âûðàçèòü ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå îò ôóíêöèè z

ïî "ñòàðûì" íåçàâèñèìûì ïåðåìåííûì x è y ÷åðåç å¼ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî "íîâûì"

íåçàâèñèìûì ïåðåìåííûì ξ è η.

(á) x
∂z

∂x
+ y

∂z

∂y
=
x

z
, ξ = 2x− z2, η = −y

z
;

(â) (x+ z)
∂z

∂x
+ (y + z)

∂z

∂y
= x+ y + z, ξ = x+ z, η = y + z;

(ã) (1+x2)
∂2z

∂x2
+(1+y2)

∂2z

∂y2
+x

∂z

∂x
+y

∂z

∂y
= 0, ξ = ln (x+

√
1 + x2), η = ln (y +

√
1 + y2);

(ä) 2
∂2z

∂x2
− 2

∂2z

∂x∂y
+ 5

∂2z

∂y2
− ∂z

∂x
= 0, ξ =

x− y
3

, η =
2x+ y

3
;

(å)
∂2z

∂x2
+ 4

∂2z

∂x∂y
+ 5

∂2z

∂y2
+
∂z

∂x
+ 2

∂z

∂y
= 0, ξ = 2x− y, η = x.

41.10. (ïåðåõîä ê ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò)

Ïðåîáðàçóéòå ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì r è ϕ, ïîëàãàÿ x = r cosϕ, y = r sinϕ ñëåäóþ-

ùèå âûðàæåíèÿ:

(à) • ω = x
∂u

∂y
− y ∂u

∂x
; (á) ω =

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
, (îïåðàòîð Ëàïëàñà);

(â) ω = x2 ∂
2u

∂x2
+ 2xy

∂2u

∂x∂y
+ y2 ∂

2u

∂y2
; (ã) ω =

(
∂u

∂x

)2

−
(
∂u

∂y

)2

.

Çàìå÷àíèå: åñëè ìû ïèøåì,

∂u

∂x
=

∂u

∂r

∂r

∂x
+
∂u

∂ϕ

∂ϕ

∂x
,

∂u

∂y
=

∂u

∂r

∂r

∂y
+
∂u

∂ϕ

∂ϕ

∂y
,

òî ñ÷èòàåì u ôóíêöèåé îò r è ϕ, r = r(x; y), ϕ = ϕ(x; y). Â ñëó÷àå, êîãäà íàïèñàíî

∂u

∂r
=

∂u

∂x

∂x

∂r
+
∂u

∂y

∂y

∂r
,

∂u

∂ϕ
=

∂u

∂x

∂x

∂ϕ
+
∂u

∂y

∂y

∂ϕ
,

íàìè ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî u ôóíêöèÿ îò x è y, à x = x(r; ϕ), y = y(r; ϕ).
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Ôîðìóëà Òåéëîðà äëÿ ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ
Ìàòåì. àíàëèç

ëèñòîê 42

Åñëè ôóíêöèÿ f(x) = f(x1, . . . , xn) èìååò â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 =

(x0
1, . . . , x

0
n) íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî âñåì ïåðåìåííûì äî m + 1 ïîðÿäêà

âêëþ÷èòåëüíî, òî â ýòîé îêðåñòíîñòè ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà:

f(x) = f(x0) +
m∑
k=1

1

k!

[
(x1 − x0

1)
∂

∂x1

+ . . .+ (xn − x0
n)

∂

∂xn

]k
f(x0) +Rm(x0),

â êîòîðîé

Rm(x0) =
1

(m+ 1)!

[
(x1 − x0

1)
∂

∂x1

+ . . .+ (xn − x0
n)

∂

∂xn

]m+1

f
[
x0

1 + θm(x1 − x0
1); . . . ;x0

n + θm(xn − x0
n)
]
,

ãäå 0 < θm < 1 - îñòàòî÷íûé ÷ëåí â ôîðìå Ëàãðàíæà.

Äëÿ ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ ôîðìóëà Òåéëîðà ìîæåò áûòü çàïèñàíà êàê:

f(x; y) =
m∑
k=0

1

k!

k∑
i=0

Ci
k

∂kf(x0; y0)

∂xk−i∂yi
(x− x0)k−i(y − y0)i + o

(
ρm
)
−

îñòàòî÷íûé ÷ëåí â ôîðìå Ïåàíî.

42.1. (3581,3582) Ðàçëîæèòå ôóíêöèþ f(x; y) ïî ôîðìóëå Òåéëîðà â îêðåñòíîñòÿõ òî÷-

êè À.

(à) • f(x; y) = 2x2 − xy − y2 − 6x− 3y + 5, A(1; −2);

(á) f(x; y; z) = x3 + y3 + z3 − 3xyz, A(1; 1; 1);

(â) f(x; y) = 2x3 + x2y − 4y2 + 5xy − 7x, A(2; 2).

42.2. (3585, 3589)

(à) Â ðàçëîæåíèè ôóíêöèè f(x; y) = xy â îêðåñòíîñòè òî÷êè A(1; 1) âûïèøèòå ÷ëåíû

äî âòîðîãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî.

(á) • Ôóíêöèþ F (x; y) =
1

4
[f(x+ h; y) + f(x; y + h) + f(x− h; y) + f(x; y − h)]− f(x; y)

ðàçëîæèòå ïî ñòåïåíÿì h ñ òî÷íîñòüþ äî h4.
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42.3. (3587) Âûâåäèòå ïðèáëèæ¼ííûå ôîðìóëû ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ âòîðîãî ïîðÿäêà

äëÿ âûðàæåíèé:

(à) f(x; y) =
cosx

cos y
;

(á) f(x; y) = arctg
1 + x+ y

1− x+ y
.

42.4. (3601) Íàïèøèòå òðè ÷ëåíà ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Ìàêëîðåíà ôóíêöèé:

(à) • f(x; y) =

1∫
0

(1 + x)t
2ydt;

(á) f(x; y) = (1 + x)m(1 + y)n, m, n ∈ R.

42.5. Ðàçëîæèòå ôóíêöèþ f(x; y) ïî ôîðìóëå Ìàêëîðåíà äî ÷ëåíîâ óêàçàííîãî ïîðÿäêà

ìàëîñòè, åñëè:

(à) f(x; y) = ln(1 + x2) ln(1 + y2), n = 6;

(á) • f(x; y) = arctg
x2 + y2

1 + xy
, n = 6;

(â) • f(x; y) = sinx · sh2y, n = 5;

(ã) f(x; y) = 3
√

cos(x3 + y2), n = 6;

(ä) f(x; y) = ex
2+y2 · arctg(x2 − y2), n = 6;

(å) f(x; y) =
1

(1− x)(1− y)
, n = 4;

(æ) f(x; y) = arctg(xy + x2 − y3), n = 6;

(ç) f(x; y) = arctg (x2y − 2ex−1), n = 4;

(è) f(x; y) = cos (3 arcsinx+ y2 − 2xy), n = 4.
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42.6. (3594) Ðàçëîæèòå â ðÿä Ìàêëîðåíà ñëåäóþùèå ôóíêöèè:

(à) f(x; y) = ln(1 + x+ y);

(á) • f(x; y) = cos2

(
x− y

2

)
;

(â) f(x; y) = ex cos y.

42.7. (3603) Íàïèøèòå ðàçëîæåíèå â ðÿä Òåéëîðà ôóíêöèè f(x; y) =
x

y
â îêðåñòíîñòè

òî÷êè M(1; 1).

42.8. Íàéäèòå ïðåäåë lim
x→0
y→0

f(x; y), èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Òåéëîðà:

(à) • f(x; y) =
x sin y − y sinx

(x2 + y2)3/2
, x2 + y2 > 0;

(á) • f(x; y) =
ln(1 + x3 + y3)

x2 + y2
;

(â) f(x; y) =
shx · ln

(
y +

√
1 + y2

)
− sin y · arcsinx

(x2 + y2)5/2
.

42.9. Èñïîëüçóéòå ôîðìóëó Òåéëîðà äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íå ñóùåñòâîâàíèÿ äâîéíîãî

ïðåäåëà lim
x→0
y→0

f(x; y), åñëè:

(à) • f(x; y) =
x sin y − y sinx

(x2 + y2)2
;

(á) f(x; y) =
1− cos(x3 + y3)

x6 + y6
.

42.10. ? Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x; y) íåïðåðûâíà âìåñòå ñî ñâîèìè ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè

äî ïîðÿäêà m âêëþ÷èòåëüíî â îêðåñòíîñòè òî÷êè (x0; y0), è ïóñòü Pm(x; y)− å¼ ìíîãî÷ëåí

Òåéëîðà â ýòîé òî÷êå.

Äîêàæèòå, ÷òî åñëè Q(x; y)− êàêîé-ëèáî ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè íå âûøå m òàêîé, ÷òî

f(x; y) = Q(x; y) + o

(
ρk
)
, k > m, ρ =

√
(x− x0)2 + (y − y0)2 → 0,

òî Q(x; y) = Pm(x; y).
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42.11. ? Ïóñòü Q− ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå èç C∞(Rn) â R. Èçâåñòíî, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ

f ∈ C∞(Rn), f(0) = 0 è f(x) > 0 â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íóëÿ, òî Q(f) > 0. Äîêàæèòå, ÷òî

íàéäóòñÿ ÷èñëà aij, bi, c (i, j = 1, n) òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ C∞(Rn) âûïîëíåíî

òîæäåñòâî:

Q(f) =
n∑

i,j=1

aij
∂2f

∂xi∂xj
(0) +

n∑
i=1

bi
∂f

∂xi
(0) + c f(0).

42.12. ? Ïóñòü f(x; y) ∈ C∞(R2) è α > 0− èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè

f(x;xα) = o

(
xn
)
, x → 0 + 0 ïðè ëþáîì n ∈ N, òî è f(x; y) = o

(
|x|n + |y|n

)
, x, y → 0 + 0

ïðè ëþáîì n ∈ N.
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Ðàâíîìåðíàÿ íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ
Ìàòåì. àíàëèç

ëèñòîê 43

Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå: x = (x1, x2, . . . , xn).

Îïðåäåëåíèå: Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà ìíîæåñòâå

X, åñëè äëÿ íå¼ âûïîëíåíî:

∀ε > 0 ∃δ(ε) > 0 : ∀x′, x′′ ∈ X, ρ(x′, x′′) < δ ⇒ |f(x′) − f(x′′)| < ε.

Òåîðåìà (Êàíòîðà): Åñëè ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà â çàìêíóòîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè

D, òî îíà ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà â ýòîé îáëàñòè.

Îïðåäåëåíèå: Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ f(x; y) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà

ïî ïåðåìåííîé y â îáëàñòè G, åñëè

∃L > 0 : ∀(x; y′), (x; y′′) ∈ G ⇒ |f(x; y′) − f(x; y′′)| 6 L · |y′ − y′′|.

43.1. Ïîñòðîéòå ïðèìåð íåïðåðûâíîé ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ,

(à) • îïðåäåë¼ííîé â íåîãðàíè÷åííîé îáëàñòè è íå ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé;

(á) • îïðåäåë¼ííîé â íåçàìêíóòîé îáëàñòè è íå ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé;

(â) ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé íà ìíîæåñòâå x > 0, y > 0, íî íå ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé

íà âñåé ïëîñêîñòè.

43.2. (3205,3206) Äîêàæèòå ñëåäóþùèå ïðåäëîæåíèÿ:

(à) ïóñòü ôóíêöèÿ f(x; y) íåïðåðûâíà â îáëàñòè D =
{

(x; y) ∈ R2
∣∣x2 + y2 > a2

}
è ñó-

ùåñòâóåò lim
x→∞
y→∞

f(x; y) = b <∞. Òîãäà ôóíêöèÿ f(x; y) ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà â óêàçàííîé

îáëàñòè;

(á) • ïóñòü ôóíêöèÿ f(x; y) äèôôåðåíöèðóåìà íà D=
{

(x; y) ∈ R2
∣∣ x2 + y2 > a2

}
è

èìååò â D îãðàíè÷åííûå ïðîèçâîäíûå
∂f

∂x
è
∂f

∂y
. Òîãäà ôóíêöèÿ f(x; y) ðàâíîìåðíî íåïðå-

ðûâíà â óêàçàííîé îáëàñòè;

Çàìå÷àíèå: Â êà÷åñòâå D ìîæíî âûáðàòü ëþáîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî.
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(â) ôóíêöèÿ f(x) ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà ìíîæåñòâå G òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

ω(δ, f, G) = lim
δ→0+0

sup
ρ(x′,x′′)<δ
x′,x′′∈G

|f(x′) − f(x′′)| = 0.

(ã) ïóñòü â íåêîòîðîé îáëàñòè G ôóíêöèÿ f(x; y) íåïðåðûâíà ïî ïåðåìåííîé x, è ðàâ-

íîìåðíî îòíîñèòåëüíî x íåïðåðûâíà ïî ïåðåìåííîé y. Òîãäà ýòà ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà â

ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè;

(ä) ïóñòü â íåêîòîðîé îáëàñòè G ôóíêöèÿ f(x; y) íåïðåðûâíà ïî ïåðåìåííîé x è óäî-

âëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî ïåðåìåííîé y. Òîãäà ýòà ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà â äàííîé

îáëàñòè;

43.3. (3203) Èññëåäóéòå íà ðàâíîìåðíóþ íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèþ f(x; y) íà ìíîæå-

ñòâå X:

(à) • f(x; y) = 3
√
x3 + y3 arctg

1√
x4 + y4

, X =
{

(x; y) ∈ R2
∣∣ x2 + y2 > 1

}
;

(á) f(x; y) = 3
√
xy ln (x2 + y2), X =

{
(x; y) ∈ R2

∣∣ 0 < x2 + y2 < 1
}
;

(â) f(x; y) = 2x− 3y + 5, X = R2;

(ã) • f(x; y) =
√
x2 + y2, X = R2;

- ïðîâåäèòå èññëåäîâàíèå, èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû �2;

- ïðîâåäèòå èññëåäîâàíèå, èñïîëüçóÿ òîëüêî îïðåäåëåíèå ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè.

Çàìå÷àíèå: äàííûå ïðèìåðû ïîêàçûâàþò, ÷òî óñëîâèå èç �43.2à ÿâëÿåòñÿ ëèøü äîñòà-

òî÷íûì äëÿ ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ.

(ä) f(x; y) = sin
π

1− x2 − y2
, X =

{
(x; y) ∈ R2

∣∣ x2 + y2 < 1
}
;

(å) f(x; y) = arcsin
x

y
, X =

{
(x; y) ∈ R2

∣∣ |x| 6 |y|, y 6= 0
}
;
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(æ) • f(x; y) =
ln (1 + x2 + y2)

4
√
x4 + y4

, X =
{

(x; y) ∈ R2
∣∣ 0 < x2 + y2 < 1

}
;

(ç) f(x; y) = arctg
√
x2 + y4 · cos

1

x2 + y2
, X =

{
(x; y) ∈ R2

∣∣ 0 < x2 + y2 < 1
}
.

(è) f(x; y) = 3
√
x2y2 sin

1

x2 + y2
, X =

{
(x; y) ∈ R2

∣∣ x2 + y2 > 1
}

43.4. Èññëåäóéòå íà ðàâíîìåðíóþ íåïðåðûâíîñòü â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà λ ôóíê-

öèþ fλ(x; y) íà ìíîæåñòâå X, åñëè:

(à) fλ(x; y) = (x2 + y2)λ sin
1

x2 + y2
, X =

{
(x; y) ∈ R2

∣∣ 0 < x2 + y2 < 1
}
;

(á) fλ(x; y) = (x2 + y2)λ sin
1

x2 + y2
, X =

{
(x; y) ∈ R2

∣∣ x2 + y2 > 1
}
.

43.5. Íàéäèòå ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè ω(δ, f) = sup
ρ(x′,x′′)<δ

|f(x′; y′) − f(x′′; y′′)| è èññëå-

äóéòå íà ðàâíîìåðíóþ íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèþ f(x; y) íà å¼ îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ:

(à) • f(x; y) = ax+ by + c, a, b ∈ R; (á) f(x; y) =
√
x2 + y2;

(â) f(x; y) = sin
1√

x2 + y2
; (ã) f(x; y) =

1√
x2 + y2

.

43.6. ?

(à) Ïóñòü f : (0; 1]2 7→ (0; +∞)− ôóíêöèÿ, íåïðåðûâíàÿ ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ.

Âåðíî ëè, ÷òî îáÿçàòåëüíî íàéä¼òñÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ g : (0; 1] 7→ (0; +∞) òàêàÿ, ÷òî

g(x) = o

(
f(x; y)

)
, x→ 0 + 0

ïðè ëþáîì y ∈ (0; 1]?

(á) Ïóñòü f : (0; 1]2 7→ (0; +∞)− ôóíêöèÿ, íåïðåðûâíàÿ ïî x ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì

y ∈ (0; 1]. Âåðíî ëè, ÷òî îáÿçàòåëüíî íàéä¼òñÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ g : (0; 1] 7→ (0; +∞)

òàêàÿ, ÷òî

g(x) = o

(
f(x; y)

)
, x→ 0 + 0

ïðè ëþáîì y ∈ (0; 1]?
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43.7. ? Äîêàæèòå, ÷òî íå ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîãî íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ

îòðåçêà 0 6 x 6 1 íà êâàäðàò 0 6 x 6 1, 0 6 y 6 1, ò.å., ÷òî îòðåçîê è êâàäðàò íå

ãîìåîìîðôíû.
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Äèôôåðåíöèðîâàíèå íåÿâíîé ôóíêöèè
Ìàòåì. àíàëèç

ëèñòîê 44

Îïðåäåëåíèå: Ôóíêöèÿ y = y(x1; . . . ;xn) íàçûâàåòñÿ íåÿâíîé ôóíêöèåé, îïðåäåëÿåìîé

ôóíêöèîíàëüíûì óðàâíåíèåì

F (y; x1; . . . ;xn) = 0 (1)

â îáëàñòè G, åñëè ïðè ïîäñòàíîâêå å¼ â äàííîå óðàâíåíèå îíî îáðàùàåòñÿ â îáëàñòè G â

òîæäåñòâî:

F
(
y(x1; . . . ;xn), x1; . . . ;xn

)
≡ 0

Ââåä¼ì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: m = (y; x1; . . . ;xn), m0 = (y0; x0
1; . . . ;x0

n), x0 =

(x0
1; . . . ;x0

n).

Òåîðåìà: (î ñóùåñòâîâàíèè è äèôôåðåíöèðóåìîñòè íåÿâíîé ôóíêöèè)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1. ∃∆ > 0, ÷òî F (m)− äèôôåðåíöèðóåìà â U∆(m0);

2. F (m0) = 0;

3.
∂F

∂y
(m0) 6= 0 è

∂F

∂y
(m) íåïðåðûâíà â òî÷êå m0;

Òîãäà äëÿ ∀ε > 0 ∃δ(ε) > 0 : ∃! f(x) = f(x1; . . . ;xn) â Uδ(x0), (ò.å. ∀x : ρ(x, x0) < δ), äëÿ

êîòîðîé ñïðàâåäëèâî:

∀x ∈ Uδ(x0) ⇒ F (f(x), x) = 0, ρ(f(x), y0) < ε.

Ïðè ýòîì ôóíêöèÿ f(x)− äèôôåðåíöèðóåìà â Uδ(x0) è
∂f

∂xi
= −

F ′xi
F ′y

, i = 1, n.

44.1. Ïðèâåäèòå ïðèìåð óðàâíåíèÿ F (x; y) = 0,

(à) • íå îïðåäåëÿþùåå ôóíêöèþ y = f(x);

(á) îïðåäåëÿþùåå äâå ôóíêöèè;

(â) îïðåäåëÿþùåå n ôóíêöèé;

(ã) îïðåäåëÿþùåå íåñ÷¼òíîå ìíîæåñòâî ôóíêöèé;
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44.2. (3364) Ïóñòü äàíî óðàâíåíèå x2+y2 = 1 (1) è ïóñòü y = y(x) (−1 6 x 6 1) (2) −
ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâíåíèþ (1).

(à) ñêîëüêî îäíîçíà÷íûõ ôóíêöèé (2) óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ (1)?

(á) ñêîëüêî îäíîçíà÷íûõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé (2) óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ (1)?

(â) ñêîëüêî ôóíêöèé èç ïóíêòà á) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì: y(0) = 1, y(1) = 0?

44.3. (3371,3372)

Íàéäèòå ïðîèçâîäíûå y′(x) è y′′(x), ñ÷èòàÿ y = y(x) ôóíêöèåé îò x, îïðåäåëÿåìîé

óðàâíåíèÿìè:

(à) • x2 + 2xy − y2 = a2; (á) ln
√
x2 + y2 = arctg

y

x
.

44.4. Íàéäèòå y′′(0) ôóíêöèè y(x), çàäàííîé íåÿâíî óðàâíåíèåì

(à) • x5 + 4y = x+ y5 + 3 è óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ y(0) = 1;

(á) 2y + xy3 + 2ex = 0 è óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ y(0) = −1.

44.5. (3390,3392)

Íàéäèòå ïåðâûé è âòîðîé äèôôåðåíöèàëû ôóíêöèè z = z(x; y), åñëè

(à) •
x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1;

(á)
x

z
= ln

z

y
+ 1.

44.6. Íàéäèòå ïåðâûé è âòîðîé äèôôåðåíöèàëû â òî÷êå A(x0; y0 z0) ôóíêöèè z = z(x; y),

çàäàííîé íåÿâíî óðàâíåíèåì:

(à) z2 − 2xy = ln z + y, A = (0; 1; 1);

(á)
π

4
+ z − x2

2
− y2

2
− arctg z = 0, A = (1; 1; 1);
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44.7. (3383,3385)

Äëÿ ôóíêöèè z = z(x; y) íàéäèòå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî è âòîðîãî

ïîðÿäêîâ, åñëè:

(à) x2 + y2 + z2 = a2;

(á) x+ y + z = ez;

(â) 2x2 + 2y2 + z2 = 8xz + z − 8.

44.8. •(3395)

Íàéäèòå ñìåøàííóþ ïðîèçâîäíóþ
∂2z

∂x∂y
, åñëè F (ξ; η) = 0, ãäå

ξ = x+ y + z, η = x2 + y2 + z2, z = z(x; y).

44.9. (3398)

Äëÿ ôóíêöèè z = z(x; y) íàéäèòå âòîðîé äèôôåðåíöèàë d2z, åñëè F (ξ; η) = 0, ãäå:

(à) ξ = x+ z, η = y + z;

(á) ξ =
x

z
, η =

y

z
;

44.10. Ïóñòü z îïðåäåëÿåòñÿ, êàê ôóíêöèÿ îò x è y èç óðàâíåíèÿ z = x+yϕ(z). Ïðåäïî-

ëàãàÿ, ÷òî 1− yϕ′(z) 6= 0, óñòàíîâèòå, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò äèôôåðåíöèàëüíîìó

óðàâíåíèþ: z′y = ϕ(z) · z′x

44.11. (3401,3402) Ïóñòü x = x(z), y = y(z). Íàéäèòå:

(à)
dx

dz
è

dy

dz
, åñëè

x+ y + z = 0,

x2 + y2 + z2 = 1;

(á) •
dx

dz
,
dy

dz
,
d2x

dz2
,
d2y

dz2
ïðè x = 1, y = −1, z = 2, åñëè:

x2 + y2 =
z2

2
,

x+ y + z = 2.

44.12. •(3402)

Ïóñòü u = u(x; y), v = v(x; y). Íàéäèòå
∂u

∂x
,
∂u

∂y
,
∂v

∂x
,
∂v

∂y
, åñëè:

xu− yv = 0,

yu+ xv = 1.
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44.13. Íàéäèòå â òî÷êå (1; 0; 1;−2) ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèé u = u(x; y),

v = v(x; y), çàäàííûõ íåÿâíî ñèñòåìîé óðàâíåíèéxu+ yv − u3 = 0,

x+ y + u+ v = 0.

44.14. Ïóñòü èç óðàâíåíèÿ

y = xϕ(z) + ψ(z)

ïåðåìåííàÿ z îïðåäåëÿåòñÿ êàê íåÿâíàÿ ôóíêöèÿ îò x è y. Ïðåäïîëàãàÿ xϕ′(z) + ψ′(z) 6= 0,

óñòàíîâèòå, ÷òî ïðîèçâîäíûå ýòîé ôóíêöèè óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùåìó òîæäåñòâó:

∂2z

∂x2
·
(
∂z

∂y

)2

− 2
∂z

∂x
· ∂z
∂y
· ∂

2z

∂x∂y
+
∂2z

∂y2
·
(
∂z

∂x

)2

= 0.

44.15. (3427)

Ïóñòü α = α(x; y)− ïåðåìåííûé ïàðàìåòð. Ïîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ z = z(x; y), çàäàí-

íàÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé z = αx+
y

α
+ f(α),

0 = x− y

α2
+ f ′(α),

óäîâëåòâîðÿåò äèôôåðåíöèàëüíîìó òîæäåñòâó:
∂z

∂x
· ∂z
∂y

= 1.

44.16. Ïóñòü

x1 = x1(x2; x3 . . . ;xn), x2 = x2(x1; x3; . . . ;xn), . . . , xn = xn(x1; x2; . . . ;xn−1) −

ôóíêöèè, îïðåäåëÿåìûå óðàâíåíèåì F (x1; x2; . . . ;xn) = 0. Âû÷èñëèòå ïðîèçâåäåíèå:

∂x1

∂x2

· ∂x2

∂x3

· . . . · ∂xn
∂x1

.

44.17. ? Äîêàæèòå, ÷òî â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè B(0, r) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ íåïðå-

ðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ f, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì:

e2x cos f(x) + ef(x) cos 2x = 2, x ∈ B(0; r);

f(0) = 0.

Âû÷èñëèòå f ′(0).
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Ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ. Ãðàäèåíò
Ìàòåì. àíàëèç

ëèñòîê 45

Ïóñòü m0 = (x0; y0 : z0), f(m) = f(x; y; z), e =
(
cosα; cos β; cos γ

)
, ‖e‖ = 1, ãäå

e− íàïðàâëÿþùèé âåêòîð; α, β, γ− óãëû ìåæäó îñÿìè Ox, Oy è Oz ñîîòâåòñòâåííî, è

âåêòîðîì e.

Ðàññìîòðèì äàëåå ôóíêöèþ g(t) = f(m0 + te) = f(x0 + t cosα; y0 + t cos β; z0 + t cos γ), ãäå

t ∈ R.

Îïðåäåëåíèå: Ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f(m) ïî íàïðàâëåíèþ e â òî÷êå m0 íàçûâàåòñÿ ïðî-

èçâîäíàÿ ñëîæíîé ôóíêöèè g(t) â òî÷êå t0 = 0, ò.å. ÷èñëî:

∂f(m0)

∂e
= lim

t→0

f(m0 + te)− f(m0)

t
= lim

t→0

g(t)− g(0)

t
= g′(0).

Åñëè ôóíêöèÿ f(m) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå m0, òî ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ e

âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

∂f(m0)

∂e
=

∂f(m0)

∂x
cosα +

∂f(m0)

∂y
cos β +

∂f(m0)

∂z
cos γ.

Îïðåäåëåíèå: Âåêòîð íàáëà, ∇f(m0) = gradf(m0) =
(
f ′x(m0), f ′y(m0), f ′z(m0)

)
íàçûâàåò-

ñÿ ãðàäèåíòîì ôóíêöèè f(m) â òî÷êå m0.

Èìååì:
∂f(m0)

∂e
=
(
gradf(m0), e

)
, |gradf | =

√(
f ′x
)2

+
(
f ′y
)2

+
(
f ′z
)2
.

Óòâåðæäåíèå: Ãðàäèåíò ôóíêöèè (â äàííîé òî÷êå) - ýòî âåêòîð, íàïðàâëåíèå êîòîðîãî

åñòü íàïðàâëåíèå íàèáîëüøåé ñêîðîñòè ðîñòà ôóíêöèè, à íîðìà ãðàäèåíòà ðàâíà íàèáîëü-

øåé ñêîðîñòè ðîñòà.

Óòâåðæäåíèå: Òàíãåíñ óãëà íàêëîíà íîðìàëè ê êðèâîé y(x) â òî÷êå (x0; y0) ðàâåí:

tgα = − 1

y′(x0)
.

Çàìå÷àíèå: Âñå ïàðàìåòðû â ýòîì ëèñòî÷êå ñ÷èòàþòñÿ ïîëîæèòåëüíûìè.

45.1. (3341,3342,3344,3345)

Íàéäèòå ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè:

(à) • z = x2 + y2 â òî÷êå M(1; 1) ïî íàïðàâëåíèþ l, ñîñòàâëÿþùåì óãîë α =
π

3
ñ

ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì îñè Ox;

(á) u = xyz â òî÷êå M(1; 1; 1) ïî íàïðàâëåíèþ l =
(
cosα; cos β; cos γ

)
. ×åìó ðàâåí

|gradu| â ýòîé òî÷êå?
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(â) z = x2 − xy + y2 â òî÷êå M(1; 1) ïî íàïðàâëåíèþ l, ñîñòàâëÿþùåì óãîë α ñ ïîëî-

æèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì îñè Ox. Â êàêîì íàïðàâëåíèè ýòà ïðîèçâîäíàÿ èìååò: íàèáîëüøåå

çíà÷åíèå; íàèìåíüøåå çíà÷åíèå; ðàâíà íóëþ?

(ã) z = 1 −
(
x2

a2
+
y2

b2

)
â òî÷êå M

(
a√
2

;
b√
2

)
ïî íàïðàâëåíèþ âíóòðåííåé íîðìàëè â

ýòîé òî÷êå ê êðèâîé:
x2

a2
+
y2

b2
= 1;

(ä) • u = xy +
z

y
â òî÷êå M(2; 1; 2) ïî íàïðàâëåíèþ ãðàäèåíòà ôóíêöèè g(x; y; z) = xyz

â ýòîé òî÷êå;

(å) u = arctg
xz

y
+ ln (x2z2 + y2) â òî÷êåM(1; 1; −1) ïî íàïðàâëåíèþ ãðàäèåíòà ôóíêöèè

g(x; y; z) = xyz − (x2 + y2 + z2) â ýòîé òî÷êå.

45.2. (3347) •

Îïðåäåëèòå óãîë ìåæäó ãðàäèåíòàìè ôóíêöèè u = x2 + y2 − z2 â òî÷êàõ A(ε; 0; 0) è

B(0; ε; 0).

45.3. (3355,3357,3358)

(à) Ïîëàãàÿ z = z(x; y), ðåøèòå óðàâíåíèå
∂2z

∂x∂y
= 0;

(á) Ïîëàãàÿ z = z(x; y), ðåøèòå óðàâíåíèå
∂3u

∂x∂y∂z
= 0;

(â) Íàéäèòå ðåøåíèå z = z(x; y) óðàâíåíèÿ
∂z

∂x
= x2 + 2y, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ

z(x; x2) = 1.

Ïóñòü ïîâåðõíîñòü S çàäàíà â R3 íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé z = f(x; y), ò.å.

S =
{(
x; y; f(x; y)

) ∣∣∣ (x; y) ∈ D
}
è m0 = (x0; y0; z0) ∈ S

Îïðåäåëåíèå: Ïëîñêîñòü P : A(x− x0) + B(y − y0) + C(z − z0) = 0, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç

òî÷êó m0, íàçûâàåòñÿ êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòüþ ê S â òî÷êå m0, åñëè |f(x; y)− z| = o

(
ρ
)

ïðè ρ→ 0, ãäå ρ =
√

(x− x0)2 + (y − y0)2, òî÷êà
(
x; y; f(x; y)

)
∈ S è òî÷êà (x; y; z) ∈ P

Îïðåäåëåíèå: Åñëè ïîâåðõíîñòü S èìååò â òî÷êåm0 ∈ S êàñàòåëüíóþ
ïëîñêîñòü P, òî ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êóm0 ïåðïåíäèêóëÿðíî

P, íàçûâàåòñÿ íîðìàëüþ ê S â òî÷êå m0.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ f(x; y), çàäàþùàÿ ïîâåðõíîñòü S

íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà â îáëàñòè D, D ⊂ R2. Òîãäà êàñàòåëü-

íàÿ ïëîñêîñòü ê S ñóùåñòâóåò â ëþáîé òî÷êå m0 =
(
x0; y0; f(x0; y0)

)
è èìååò óðàâíåíèå:

z − f(x0; y0) = f ′x(x0; y0) · (x− x0) + f ′y(x0; y0) · (y − y0). (1)
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Óðàâíåíèå íîðìàëè â òî÷êå m0 =
(
x0; y0; f(x0; y0)

)
èìååò âèä:

x− x0

f ′x(x0; y0)
=

y − y0

f ′y(x0; y0)
=

z − f(x0; y0)

−1
; (2)

Åñëè ïîâåðõíîñòü S çàäàíà íåÿâíî óðàâíåíèåì F (x; y; z) = 0, ïðè÷¼ì ôóíêöèÿ F− íåïðå-

ðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà â îáëàñòè G, G ⊂ R3, m0 = (x0; y0; z0) ∈ G, F (x0; y0; z0) = 0 è

(F ′x(m0))2 +
(
F ′y(m0)

)2
+ (F ′z(m0))2 6= 0, òî êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü ê S â òî÷êå m0 ñóùåñòâóåò

è èìååò óðàâíåíèå:

F ′x(m0) (x− x0) + F ′y(m0) (y − y0) + F ′z(m0) (z − z0) = 0. (3)

Îïðåäåëåíèå: Åñëè êðèâàÿ γ èìååò â òî÷êå γ0 êàñàòåëüíóþ, òî ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùàÿ

÷åðåç òî÷êó γ0 ïåðïåíäèêóëÿðíî êàñàòåëüíîé, íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíîé ïëîñêîñòüþ ê êðèâîé

γ â òî÷êå γ0.

Åñëè ôóíêöèè x = x(t), y = y(t), z = z(t), îïðåäåëÿþùèå êðèâóþ γ, äèôôåðåíöèðó-

åìû â òî÷êå t0 ∈ (α; β) è
(
x′(t0)

)2
+
(
y′(t0)

)2
+
(
z′(t0)

)2 6= 0, òî êàñàòåëüíàÿ ê γ â òî÷êå

γ0 =
(
x(t0); y(t0); z(t0)

)
ñóùåñòâóåò è çàäà¼òñÿ óðàâíåíèåì:

x− x(t0)

x′(t0)
=

y − y(t0)

y′(t0)
=

z − z(t0)

z′(t0)
. (4)

Óðàâíåíèå íîðìàëüíîé ïëîñêîñòè â ýòîé òî÷êå èìååò âèä:

x′(t0) (x− x0) + y′(t0) (y − y0) + z′(t0) (z − z0) = 0. (5)

45.4. (3528,3529,3531)

Íàïèøèòå óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ïðÿìîé è íîðìàëüíîé ïëîñêîñòè â äàííûõ òî÷êàõ ê

ñëåäóþùèì êðèâûì:

(à) • x = a cosα cos t, y = a sinα cos t, z = a sin t â òî÷êå t = t0;

(á) x = a sin2 t, y = b sin t cos t, z = c cos2 t â òî÷êå t =
π

4
;

(â) • x2 + z2 = 10, y2 + z2 = 10 â òî÷êå m0 = (1; 1; 3);

(ã) x2 + y2 = 2ax, x2 + y2 + z2 = 4a2, â òî÷êå m0 =

(
3a

2
;
a
√

3

2
; a

)
;

45.5. (3539,3540)

Íàïèøèòå óðàâíåíèÿ êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè è íîðìàëè â òî÷êå m0 ê ñëåäóþùèì ïîâåðõ-

íîñòÿì:

(à) • z = x2 + y2, m0 = (1; 2; 5);

(á) x2 + y2 + z2 = 169, m0 = (3; 4; 12);

(â) 2y/z + 2z/x = 6, m0 = (1; 2; 2).
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45.6. Íàéäèòå ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè u(x; y; z) = xyz â òî÷êå (x0; y0; z0), ëåæàùåé íà

ýëëèïñîèäå
x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1, ïî íàïðàâëåíèþ âíóòðåííåé íîðìàëè ê ýëëèïñîèäó â ýòîé

òî÷êå.

45.7. (3533,3538)

(à) • Íà êðèâîé x = t; y = t2; z = t3 íàéäèòå òî÷êó, êàñàòåëüíàÿ â êîòîðîé ïàðàëëåëüíà

ïëîñêîñòè x+ 2y + z = 4.

(á) Íàéäèòå ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè u =
x√

x2 + y2 + z2
â òî÷êå m0 = (1; 2;−2) â íàïðàâ-

ëåíèå êàñàòåëüíîé â ýòîé òî÷êå ê êðèâîé x = t, y = 2t2, z = −2t4.

45.8. •(3555)

Äîêàæèòå, ÷òî íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ z = f
(√

x2 + y2
)
, (f ′ 6= 0) ïåðåñåêàþò

îñü âðàùåíèÿ.

45.9. ? Íàéäèòå ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè

f(x1; x2; . . . ;xn) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 . . . 1

x1 x2 . . . xn

. . . . . . . . . . . .

xn−1
1 xn−1

2 . . . xn−1
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
â òî÷êå (x0

1; x0
2; . . . x0

n) ïî íàïðàâëåíèþ e = (1; 1; . . . 1).

45.10. ? Ïóñòü F− ïîâåðõíîñòü â R3, çàäàííàÿ óðàâíåíèåì z = f(x; y), f− äâà-

æäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ â R2 ôóíêöèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè â íåêîòîðîé òî÷-

êå (x0; y0) âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî f ′′xxf
′′
yy − (f ′′xy)

2 > 0, òî íàéä¼òñÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè

M0

(
x0; y0; f(x0; y0)

)
, â êîòîðîé ïîâåðõíîñòü F è êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü P â òî÷êå M0 èìåþò

ëèøü îäíó îáùóþ òî÷êó.

45.11. ? Ïîâåðõíîñòü z = f(x; y), ãäå f(x; y)− ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè íå íèæå âòîðîé, îáëà-

äàåò ñâîéñòâîì: ÷åðåç ëþáóþ å¼ òî÷êó ìîæíî ïðîâåñòè äâå ïðÿìûå, öåëèêîì ëåæàùèå íà

ïîâåðõíîñòè. Äîêàæèòå, ÷òî ïîâåðõíîñòü - ãèïåðáîëè÷åñêèé ïàðàáîëîèä.

45.12. ? Ïóñòü f : R2 7→ R− äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî |gradf(0; 0)| = 1 è

|gradf(u)− gradf(v)| 6 |u− v| äëÿ ∀u, v ∈ R2. Íàéäèòå âñå äåéñòâèòåëüíûå r > 0 òàêèå, ÷òî

ìàêñèìóì ôóíêöèè f â êðóãå {u ∈ R2
∣∣ |u| 6 r} äîñòèãàåòñÿ ðîâíî â îäíîé òî÷êå.
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Îïðåäåëåíèå: Òî÷êà x0, âíóòðåííÿÿ äëÿ îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè f(x) íàçûâàåòñÿ

òî÷êîé å¼ ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà, åñëè ∃δ > 0 : ∀x, 0 < ρ(x0;x) < δ ïðèðàùåíèå ôóíêöèè

∆f = f(x)− f(x0) 6= 0 è ñîõðàíÿåò ñâîé çíàê.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè ∆f > 0, òî ýòî òî÷êà ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà, à åñëè ∆f < 0, ëîêàëüíîãî

ìàêñèìóìà.

Òåîðåìà (íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà):

Åñëè ôóíêöèÿ f(x) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x0, è x0− òî÷êà ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà,

òîãäà âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå â ýòîé òî÷êå ðàâíû íóëþ, ò.å.
∂f(x0)

∂xi
= 0, i = 1, n.

Çàìå÷àíèå: Åñëè ôóíêöèÿ f(x) íå äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x0, òî îíà ìîæåò èìåòü â

äàííîé òî÷êå ëîêàëüíûé ýêñòðåìóì è @
∂f(x0)

∂xi
äëÿ êàêîãî-ëèáî i.

Îïðåäåëåíèå: x0 íàçûâàåòñÿ ñòàöèîíàðíîé (êðèòè÷åñêîé) òî÷êîé äëÿ ôóíêöèè f(x), åñëè

îíà âíóòðåííÿÿ äëÿ îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè f(x) è df(x0) = 0, ò.å.
∂f(x0)

∂xi
= 0, i =

1, n.

Åñëè x1, x2, . . . , xn− íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå èëè ëèíåéíûå ôóíêöèè, òî d2f(x0) ïðåä-

ñòàâëÿåò ñîáîé êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó ñëåäóþùåãî âèäà:

d2f(x0) =
n∑
i=1

n∑
k=1

aik dxi dxk, ãäå aik = aki =
∂2f

∂xi∂xk

∣∣∣
x0
.

Îïðåäåëåíèå: Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ h1, h2, . . . , hn

Φ(h1, . . . , hn) =
n∑
i=1

n∑
k=1

aik hihk íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííîé (îòðèöàòåëüíî îïðå-

äåë¼ííîé), åñëè äëÿ ëþáûõ h1, . . . hn, òàêèõ ÷òî |h1| + . . . + |hn| 6= 0, ýòà ôîðìà ïðèíèìàåò

ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûå (ñòðîãî îòðèöàòåëüíûå) çíà÷åíèÿ.

Îïðåäåëåíèå: Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà íàçûâàåòñÿ çíàêîïåðåìåííîé, åñëè îíà ïðèíèìàåò êàê

ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûå, òàê è ñòðîãî îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ.

Òåîðåìà (äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà):

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) äèôôåðåíöèðóåìà â Uδ(x0) è äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà â ñàìîé òî÷êå

x0, è ïóñòü x0− ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà. Òîãäà, åñëè:

• d2f(x0)− çíàêîîïðåäåë¼ííàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà, òî x0− òî÷êà ëîêàëüíîãî ýêñòðåìó-

ìà. Ïðè÷¼ì, åñëè d2f(x0) > 0, òî x0− òî÷êà ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà, åñëè d2f(x0) < 0,

òî x0− òî÷êà ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà.

• Åñëè d2f(x0)− çíàêîïåðåìåííàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà, òî ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà â äàí-

íîé òî÷êå íåò.

• Íàêîíåö, åñëè d2f(x0) ìîæåò ïðèíèìàòü íóëåâûå çíà÷åíèÿ íà
n∑
i=1

|dxi| 6= 0, òî íè÷åãî

îïðåäåë¼ííîãî ñêàçàòü îá ýêñòðåìóìå íåëüçÿ (òðåáóåòñÿ äîïîëíèòåëüíûé àíàëèç).
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46.1. Ïîñòðîéòå ïðèìåð ôóíêöèè f(x; y),

(à) äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà, íî ñàìîãî ýêñòðåìóìà

íåò;

(á) èìåþùåé ñòðîãèé ìèíèìóì (ìàêñèìóì), ê êîòîðîé íåïðèìåíèìî íåîáõîäèìîå óñëî-

âèå ýêñòðåìóìà;

(â) • íåïðåðûâíîé òîëüêî â òî÷êå ñâîåãî ñòðîãîãî ìèíèìóìà, â êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ

íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà;

(ã) èìåþùåé ñòðîãèé ìèíèìóì, ê êîòîðîé íåïðèìåíèìû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ýêñòðå-

ìóìà;

(ä) íå èìåþùåé â (ñåäëîâîé) òî÷êå ýêñòðåìóìà, ê êîòîðîé íåïðèìåíèìû äîñòàòî÷íûå

óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà.

46.2. Ïîñòðîéòå ïðèìåð ôóíêöèè f(x; y),

(à) • îòëè÷íîé îò êîíñòàíòû, â ëþáîé òî÷êå ïëîñêîñòè, èìåþùåé íåñòðîãèé ýêñòðåìóì;

(á) • íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé íà âñåé ïëîñêîñòè, èìåþùåé áåñêîíå÷íî ìíîãî

ñòðîãèõ ìàêñèìóìîâ, íî íè îäíîãî ìèíèìóìà;

Çàìå÷àíèå Îáðàòèì âíèìàíèå ÷èòàòåëÿ, ÷òî ó

íåïðåðûâíîé ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé ëîêàëü-

íûå ìàêñèìóìû è ìèíèìóìû ÷åðåäóþòñÿ. Â ñëó-

÷àå ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ, êàê ïîêàçûâàåò ïî-

ñëåäíèé ïðèìåð ýòî ìîæåò áûòü íå òàê.

(â) ÿâëÿþùåéñÿ îãðàíè÷åííîé, íî íå èìåþùåé ìèíèìóìîâ è ìàêñèìóìîâ;

Çàìå÷àíèå Â êà÷åñòâå äàííûõ ïðèìåðîâ æåëàòåëüíî íå áðàòü ôóíêöèè èç íèæåñëåäó-

þùèõ íîìåðîâ.

46.3. (3621,3622,3623,3624,3627,3628,3631,3636,3639,3642,3643,3647)

Èññëåäóéòå íà ýêñòðåìóì ñëåäóþùèå ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ:

(à) • z = x2 − (y − 1)2;

(á) z = x2 + (y − 1)2;

(â) • z = (x− y + 1)2;

(ã) z = x2 − xy + y2 − 2x+ y;

(ä) • z = x4 + y4 − x2 − 2xy − y2;
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(å) z = 2x4 + y4 − x2 − 2y2;

(æ) • z = xy +
50

x
+

20

y
, (x > 0, y > 0);

(ç) • z = 1−
√
x2 + y2;

(è) z = sinx+ cos y + cos (x− y),
(

0 6 x 6
π

2
, 0 6 y 6

π

2

)
;

(ê) z = xy ln (x2 + y2);

(ë) u = x2 + y2 + z2 + 2x+ 4y − 6z;

(ì) u = x3 + y2 + z2 + 12xy + 2z;

(í) • u = sinx+ sin y + sin z − sin (x+ y + z), (0 6 x 6 π, 0 6 y 6 π; 0 6 z 6 π).

46.4. Èññëåäóéòå íà ýêñòðåìóì ôóíêöèè:

(à) • z = (1 + x2) 3
√
y;

(á) z =
xy

1 + x2y2
.

46.5. Ïóñòü f(x; y) = (y − x2) (y − 2x2), (x; y) ∈ R.
Äîêàæèòå, ÷òî:

1. (0; 0) åñòü ñòàöèîíàðíàÿ äëÿ f(x; y);

2. äëÿ ∀ϕ ∈ (0; π) ôóíêöèÿ g(t) = f(t cosϕ; t sinϕ), t ∈ R èìååò ñòðîãèé ìèíèìóì â

òî÷êå t = 0;

3. (0; 0) íå åñòü òî÷êà ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà äëÿ ôóíêöèè f(x; y).

46.6. Îïðåäåëèòå ñòàöèîíàðíûå òî÷êè ôóíêöèè u(x; y; z) è èññëåäóéòå èõ íà ýêñòðåìóì,

åñëè:

(à) u(x; y; z) = xy + yz, (x; y; z) ∈ R3;

(á) u(x; y; z) = 2x2 + 3y2 + z2 − 2yz + 2xz, (x; y; z) ∈ R3;

(â) u(x; y; z) = (x+ y + z) e−x−2y−3z, x > 0, y > 0, z > 0.
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46.7. Èññëåäóéòå íà ýêñòðåìóì ôóíêöèþ, çàäàííóþ ôîðìóëîé: f(x; y) = (x2−y2) e−x
2−y2 .

46.8. ? Îïðåäåëèòå ñòàöèîíàðíûå òî÷êè è èññëåäóéòå íà ýêñòðåìóì ñëåäóþùèå ôóíê-

öèè:

(à) f(x1; . . . ;xn) =
n∑
k=1

xk · e−(x21+...+x2n), xk > 0, 1 6 k 6 n;

(á) f(x1; . . . ;xn) =
N∑
i=1

ai

n∑
k=1

(xk − xik)2, (x1; . . . ;xn) ∈ Rn,

ãäå ai > 0, à ÷èñëà (xi1; . . . ;xin) ∈ Rn− ôèêñèðîâàíû.

46.9. ? Ïóñòü a, b1, . . . , bn− äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, C = {cik}ni,k=1− ñèììåòðè÷åñêàÿ íåâû-

ðîæäåííàÿ ìàòðèöà è

f(x1; . . . ;xn) = a+
n∑
k=1

bkxk +
n∑

j,k=1

cjkxjxk, x = (x1; . . . ;xn) ∈ Rn

Ïðîâåðüòå, ÷òî âåêòîð x0 = −1

2
C−1b, ãäå b = (b1; . . . ; bn) åñòü åäèíñòâåííàÿ êðèòè÷åñêàÿ

òî÷êà ôóíêöèè f(x). Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) x0− òî÷êà ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà (ìàêñèìóìà);

2) x0− òî÷êà ìèíèìóìà (ìàêñèìóìà) ôóíêöèè f(x) íà Rm;

3) ìàòðèöà C ïîëîæèòåëüíî (îòðèöàòåëüíî) îïðåäåëåíà.
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1) Ýêñòðåìóì íåÿâíî çàäàííîé ôóíêöèè.

Ïóñòü ôóíêöèÿ y = y(x) çàäàíà íåÿâíî óðàâíåíèåì: F (x; y) = 0;

0 = dF
∣∣∣
x0

=F ′x1

∣∣∣
x0
dx1+. . .+F ′xn

∣∣∣
x0
dxn+F ′y

∣∣∣
x0
dy =⇒

{
F ′y

∣∣∣
x0
6= 0
}

=⇒ dy = − 1

F ′y
∣∣
x0

(
F ′x1

∣∣∣
x0
dx1 + . . .+ F ′xn

∣∣∣
x0
dxn

)
.

Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà:

dy = 0,

F (x0; y) = 0;
⇐⇒


∂F

∂xi
= 0, i = 1, n;

F (x0; y) = 0;

0 = d2F
∣∣∣
x0

=

(
∂

∂x1

dx1 + . . .+
∂

∂xn
dxn

)2

F + d
(
F ′y
)
dy + F ′y d

2y =⇒ {dy
∣∣
x0

= 0} =⇒

=⇒ d2y = − 1

F ′y

n∑
i,j=1

∂2F

∂xi∂xj
dxidxj.

åñëè d2y > 0, (d2y < 0) òî â òî÷êå x0− ëîêàëüíûé ìèíèìóì (ìàêñèìóì).

2) Óñëîâíûé (îòíîñèòåëüíûé) ýêñòðåìóì.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ ýêñòðåìóìà ôóíêöèè f(x) = f(x1; . . . ;xn). È ïóñòü, êðîìå

òîãî, íà ïåðåìåííûå x1, . . . , xn çàäàíûm äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé:


ϕ1(x) = 0,

ϕ2(x) = 0,

. . . . . .

ϕm(x) = 0,

m < n (∗)

Îïðåäåëåíèå: Óñëîâèÿ (∗) íàçûâàþòñÿ óñëîâèÿìè ñâÿçè èëè óñëîâèÿìè îãðàíè÷åíèÿ.

Îïðåäåëåíèå: Òî÷êîé óñëîâíîãî ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà ôóíê-

öèè f(x) ïðè óñëîâèÿõ ñâÿçè (∗) íàçûâàåòñÿ òî÷êà x0 òàêàÿ, ÷òî

å¼ êîîðäèíàòû óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ñâÿçè (∗), è ñóùåñòâóåò

îêðåñòíîñòü äàííîé òî÷êè, â ïðåäåëàõ êîòîðîé çíà÷åíèå ôóíê-

öèè f(x0) ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøèì (íàèìåíüøèì) ñðåäè å¼ çíà÷åíèé,

óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì (∗).

Ïðÿìîé ìåòîä íàõîæäåíèÿ òî÷åê óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà(ìåòîä èñêëþ÷åíèÿ).

Åñëè óðàâíåíèÿ ñâÿçè (∗) óäà¼òñÿ ðàçðåøèòü îòíîñèòåëüíî êàêèõ-òî m ïåðåìåííûõ,

íàïðèìåð, îòíîñèòåëüíî x1, . . . , xm, ò.å. x1 = g1(xm+1; . . . ;xn), . . . , xm = gm(xm+1; . . . ;xn),

òî èññëåäîâàíèå ôóíêöèè f(x) íà óñëîâíûé ýêñòðåìóì ïðè îãðàíè÷åíèÿõ (∗) ñâîäèòñÿ ê

èññëåäîâàíèþ íà áåçóñëîâíûé ýêñòðåìóì ôóíêöèè n−m ïåðåìåííûõ xm+1, . . . xn:

u = f
(
g1; . . . gm;xm+1 . . . ;xn

)
191



Ìåò î ä Ë à ã ð à íæà íàõîæäåíèÿ òî÷åê óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà.

Ïóñòü ôóíêöèè f(x) = f(x1; . . . ;xn), ϕi(x), äëÿ âñåõ i = 1,m (m < n) äèôôåðåíöèðóåìû â

òî÷êå x0. È ïóñòü ðàíã ìàòðèöû ßêîáè (ÿêîáèàíà)

D(ϕ1; . . . ;ϕm)

D(x1; . . . ;xm)
=


∂ϕ1(x0)

∂x1

. . .
∂ϕ1(x0)

∂xm
. . . . . . . . .

∂ϕm(x0)

∂x1

. . .
∂ϕm(x0)

∂xm

 â òî÷êå x0 ðàâåí m.

Îïðåäåëåíèå: Ôóíêöèþ

L
(
x; λ1; . . . ;λm

)
= f(x) +

m∑
i=1

λi ϕi(x)

íàçûâàþò ôóíêöèåé Ëàãðàíæà.

Îïðåäåëåíèå: Ïàðàìåòðû λ1, . . . , λm íàçûâàþòñÿ ìíîæèòåëÿìè Ëàãðàíæà.

Òåîðåìà (íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ óñëîâíîãî ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà):

Ïóñòü x0− òî÷êà ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà ôóíêöèè f(x) ïðè óñëîâèÿõ ñâÿçè ϕi(x)

i = 1,m. Òîãäà x0− ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà ôóíêöèè Ëàãðàíæà, è â ýòîé òî÷êå âûïîëíÿ-

þòñÿ óñëîâèÿ ñâÿçè, ò.å. ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ λ1, . . . λm êîîðäèíàòû x0 óäîâëåòâîðÿþò

ñèñòåìå èç (m + n) íåèçâåñòíûõ:
∂L(x0)

∂xk
= 0, k = 1, n

ϕi(x) = 0, i = 1,m.

Òåîðåìà (äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ óñëîâíîãî ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà):

Ïóñòü ôóíêöèè f(x), ϕi(x), äëÿ âñåõ i = 1,m äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû

â Uδ(x0), äëÿ íåêîòîðîãî δ > 0. Êðîìå òîãî, â òî÷êå x0 âûïîëíåíû íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ

ñóùåñòâîâàíèÿ ýêñòðåìóìà. Òîãäà, åñëè:

• d2L(x0) > 0 (ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà), òî x0− òî÷êà ëîêàëü-

íîãî ìèíèìóìà,

• åñëè d2L(x0) < 0 (îòðèöàòåëüíî îïðåäåë¼ííàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà), òî x0− òî÷êà

ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà,

• åñëè d2L(x0)− çíàêîïåðåìåííàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà, òî ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà â äàí-

íîé òî÷êå íåò.

Çàìå÷àíèå: Âñå ïàðàìåòðû â ýòîì ëèñòî÷êå ñ÷èòàþòñÿ ïîëîæèòåëüíûìè.

47.1. (3651,3653) Íàéäèòå ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ çàäàííîé íåÿâíî ôóíêöèè z = z(x; y):

(à) • x2 + y2 + z2 − 2x+ 2y − 4z − 10 = 0; (á) (x2 + y2 + z2)2 = a2(x2 + y2 − z2);

(â) 5z2 + 4zy + y2 − 2y + 3x2 − 6x+ 4 = 0; (ã) z2 + xyz − xy2 − x3 = 0.
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47.2. (3655,3656,3660,3661,3664,3667,3668,3670)

Íàéäèòå òî÷êè óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà ñëåäóþùèõ ôóíêöèé:

(à) z =
x

a
+
y

b
, åñëè x2 + y2 = 1;

(á) • z = x2 + y2, åñëè
x

a
+
y

b
= 1;

(â) • u = xmynzp, åñëè x+ y + z = a;

(ã) • u = x2 + y2 + z2, åñëè
x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1, (a > b > c > 0);

(ä) u = sinx · sin y · sin z, åñëè x+ y + z =
π

2
, (x, y, z > 0);

(å) u = x2
1 + x2

2 + . . .+ x2
n, åñëè

x1

a1

+
x2

a2

+ . . .+
xn
an

= 1;

(æ) • u = xp1 + xp2 + . . .+ xpn, åñëè x1 + x2 + . . .+ xn = a, (p > 1);

(ç) u = xα1
1 · xα2

2 · . . . · xαnn , åñëè x1 + x2 + . . .+ xn = a, (αi > 1, i = 1, n).

(è) z =
1

x
+

1

y
, åñëè

1

x2
+

1

y2
=

1

8
.

(ê) u = xyz, åñëè xy + xz + yz = a2; x > 0, y > 0, z > 0, a > 0.

47.3. Íàéäèòå óñëîâíûå ýêñòðåìóìû ôóíêöèè z = z(x; y) îòíîñèòåëüíî óñëîâèé ñâÿçè

ϕ(x; y) = 0, åñëè:

(à) z(x; y) = 6− 5x− 4y, ϕ(x; y) = x2 − y2 − 9;

(á) z(x; y) = x2 − y2, ϕ(x; y) = 2x− y − 3;

(â) • z(x; y) = 2x3 + 3a2x+ 2y3 + 3a2y, ϕ(x; y) = x2 + y2 − a2.

47.4. Èññëåäóéòå, èìååò ëè ôóíêöèÿ u(x; y; z) = xy+xz+yz óñëîâíûé ýêñòðåìóì â òî÷êå

M0(1; 1; 1), åñëè

2x3y2z + 4x2 + 5y2 + 6z2 = 17.

47.5. Ïóñòü ôóíêöèè f(x; y) è ϕ(x; y) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû â R2. Âåðíî ëè,

÷òî òî÷êè óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà ôóíêöèè f(x; y) îòíîñèòåëüíî óñëîâèÿ ñâÿçè ϕ(x; y) = 0

ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíûìè òî÷êàìè ôóíêöèè Ëàãðàíæà L(x; y) = f(x; y) + λϕ(x; y)?
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47.6. Âîñïîëüçóéòåñü ìåòîäîì Ëàãðàíæà äëÿ ðåøåíèÿ ñëåäóþùèõ çàäà÷:

(à) • Îïðåäåëèòå ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå îò òî÷êè (1; 4) äî ïàðàáîëû y2 = 2x.

(á) Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå è ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè (0; 0) äî òî÷êè íà ýëëèïñå

5x2 − 6xy + 5y2 = 8.

(â) Íàéäèòå êðàò÷àéøåå ðàññòîÿíèå îò òî÷êè (0; 3; 3) äî îêðóæíîñòè

Γ = {(x; y; z) ∈ R3
∣∣ x2 + y2 + z2 = 1, x+ y + z = 1}.

(ã) Íàéäèòå êðàò÷àéøåå ðàññòîÿíèå ìåæäó êðèâûìè

Γ1 = {(x; y) ∈ R2
∣∣ x2 − y2 = 3}, Γ2 = {(x; y) ∈ R2

∣∣ y = 2x}

47.7. ? Âåðíî ëè óòâåðæäåíèå: åñëè P (x), x ∈ Rn,− ìíîãî÷ëåí, òî |P (x)| äîñòèãàåò â

Rn ñâîåãî íàèìåíüøåãî çíà÷åíèÿ?

47.8. ? Äîêàæèòå, ÷òî íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè

u =
n∑

i,k=1

aik xi xk, aik = aki,

íà ñôåðå
n∑
i=1

x2
i = 1 ðàâíû íàèáîëüøåìó è íàèìåíüøåìó êîðíþ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíå-

íèÿ ìàòðèöû {aik}.

47.9. ? Íàéäèòå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè

f =
∣∣x1x3 + x1x4 + x2x3 − x2x4

∣∣
íà åäèíè÷íîì êóáå {x ∈ R4

∣∣ |xk| 6 1, 1 6 k 6 4}.

47.10. ? Ðàññìîòðèì ìàòðèöó:

A =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . .

an1 an2 . . . ann

 ,

äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ:

√√√√ n∑
k=1

a2
mk = 1 äëÿ ∀m = 1, . . . , n. Äîêàæèòå íåðà-

âåíñòâî Àäàìàðà äëÿ îïðåäåëèòåëÿ ýòîé ìàòðèöû:

detA 6 1.
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Óñëîâíûé ýêñòðåìóì. Ïðîäîëæåíèå
Ìàòåì. àíàëèç

ëèñòîê 48

Òåîðåìà (Âåéåðøòðàññ):

Ïóñòü ìíîæåñòâî X−çàìêíóòîå è îãðàíè÷åííîå, à ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà X.

Òîãäà íàéäóòñÿ

xmax ∈ X, òàêîé ÷òî f(xmax) = max
X

f(x), è xmin ∈ X, òàêîé ÷òî f(xmin) = min
X

f(x).

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) äèôôåðåíöèðóåìà íà ìíîæåñòâå X è íåïðåðûâíà âïëîòü äî åãî

ãðàíèöû. Òîãäà äàííàÿ ôóíêöèÿ äîñòèãàåò ñâîåãî íàèáîëüøåãî è íàèìåíüøåãî çíà÷åíèé

ëèáî â ñòàöèîíàðíûõ òî÷êàõ, ëèáî â ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ îáëàñòè.

48.1. (3663)

Íàéäèòå òî÷êè óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà ñëåäóþùèõ ôóíêöèé:

(à) • u = xyz, åñëè x2 + y2 + z2 = 1, x+ y + z = 0;

(á) u = xy + yz, åñëè x2 + y2 = 2, y + z = 2, (x, y, z > 0).

48.2. (3675,3676,3677,3678,3679)

Îïðåäåëèòå íàèáîëüøåå (sup) è íàèìåíüøåå (inf) çíà÷åíèÿ ñëåäóþùèõ ôóíêöèé â óêà-

çàííûõ îáëàñòÿõ:

(à) z = x− 2y − 3, åñëè 0 6 x 6 1, 0 6 y 6 1, 0 6 x+ y 6 1;

(á) • z = x2 + y2 − 12x+ 16y, åñëè x2 + y2 6 25;

(â) z = x2 − xy + y2, åñëè |x|+ |y| 6 1;

(ã) u = x2 + 2y2 + 3z2, åñëè x2 + y2 + z2 6 100;

(ä) • u = x+ y + z, åñëè x2 + y2 6 z 6 1;

(å) z = (x− 2)2 + y2, åñëè −2 6 x 6 1, −1 6 y 6 3.
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48.3. Ïðåäñòàâüòå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî a â âèäå ñóììû

(à) • ïÿòè ïîëîæèòåëüíûõ ñëàãàåìûõ òàê, ÷òîáû èõ ïðîèçâåäåíèå èìåëî íàèáîëüøåå

çíà÷åíèå;

(á) n ïîëîæèòåëüíûõ ñëàãàåìûõ òàê, ÷òîáû ñóììà èõ êâàäðàòîâ áûëà íàèìåíüøåé;

(â) n ïîëîæèòåëüíûõ ñëàãàåìûõ òàê, ÷òîáû ïðîèçâåäåíèå

f = xα1
1 · xα2

2 · . . . · xαnn ,

ãäå αi− çàäàííûå ÷èñëà, áûëà íàèáîëüøèì;

48.4. Îïðåäåëèòå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå êîðíÿ n− îé ñòåïåíè èç ïðîèçâåäåíèÿ ïîëîæè-

òåëüíûõ ÷èñåë x1, x2, . . . , xn ïðè óñëîâèè, ÷òî èõ ñóììà ðàâíà çàäàííîìó ÷èñëó a. Èñïîëüçóÿ

ýòó çàäà÷ó äîêàæèòå, ÷òî ñðåäíåå ãåîìåòðè÷åñêîå n ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë íå áîëüøå èõ

ñðåäíåãî àðèôìåòè÷åñêîãî.

48.5. (ãåîìåòðè÷åñêàÿ îïòèìèçàöèÿ)

(à) • Ñðåäè âñåõ âïèñàííûõ â äàííûé êðóã ðàäèóñà R òðåóãîëüíèêîâ íàéòè òîò, ïëîùàäü

êîòîðîãî íàèáîëüøàÿ;

(á) Ñðåäè âïèñàííûõ â ýëëèïñîèä
x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1 ïðÿìîóãîëüíûõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ

(ñ ð¼áðàìè ïàðàëëåëüíûìè åãî îñÿì) íàéäèòå òîò, êîòîðûé èìååò íàèìåíüøèé îáú¼ì;

(â) Íàéäèòå íàèáîëüøèé è íàèìåíüøèé îáú¼ì ïàðàëëåëåïèïåäà ñðåäè ïðÿìîóãîëüíûõ

ïàðàëëåëåïèïåäîâ ñ ïîëíîé ïîâåðõíîñòüþ 144 è ñóììîé âñåõ ð¼áåð 60.

(ã) ? Ïóñòü òî÷êè A(x1; y1), B(x2; y2);C(x3; y3) íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Íàéäèòå íà

ïëîñêîñòè xOy òàêóþ òî÷êó, ÷òîáû ñóììà å¼ ðàññòîÿíèé äî äàííûõ òî÷åê áûëà íàèìåíüøåé.
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